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Fungao Quadratica

1 Introducao e Definicao Formal

No estudo da matematica, a funcao quadratica, também conhecida como fungao polino-
mial do 2° grau, apresenta grande relevancia devido as suas diversas aplicagoes. Ela é
empregada na modelagem de fendmenos fisicos, como o movimento de corpos em queda
livre, e na resolucao de problemas que envolvem a maximizagao ou minimizacao de gran-

dezas.

Uma funcao f : R — R é denominada fungao quadratica quando existem nimeros

reais a, b e ¢, com a # 0, tais que sua lei de formagao é dada por:
f(z) =ax® +bz +c

para todo x € R.

Os ntmeros reais a, b e ¢ sao chamados de coeficientes da fungao. Cada um deles recebe

uma nomenclatura especifica no contexto do polinémio:

e a ¢é o coeficiente do termo quadratico (ou coeficiente principal);
e b é o coeficiente do termo linear;

e ¢ é o0 termo independente (ou coeficiente constante).

A condicao a # 0 é estritamente necesséaria. Caso o valor de a fosse nulo, o termo az?
seria anulado e a lei de formagao se reduziria a f(x) = bx + ¢, configurando uma fungao

afim (ou do 12 grau), e ndo mais uma fungao quadratica.

Identificagao dos Coeficientes

Para a correta manipulacao e anélise da funcao quadratica, é indispensavel a identificacao
precisa de seus coeficientes. E importante ressaltar que o sinal que acompanha o nimero

faz parte do coeficiente. Observe os casos a seguir.

Exemplo 1. Dada a fungao f(z) = 22 — 3z + 5, temos:
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e =2
e h=-3
e c=15

Trata-se de uma funcao quadratica completa, pois todos os seus coeficientes sao nao nulos.

Exemplo 2. Na funcao g(z) = —2% + 7, nota-se a auséncia do termo em . Neste caso,

os coeficientes sao:

e 0=—1
e h=0
e c=17

Por apresentar o coeficiente b = 0, esta é classificada como uma fun¢ao quadratica incom-

pleta.

Exemplo 3. Considere a fungao h(z) = % — 4x. Seus coeficientes sao dados por:

.CLI%
e h=—4
e c=0

Novamente, observa-se uma funcao quadratica incompleta, pois o termo independente é

nulo.

2 O Grafico: A Parabola

A representacgao grafica de uma funcao quadrética f(r) = az? + bz + ¢, em um plano
cartesiano, é uma curva plana denominada parabola. Diferentemente das fungoes afins,
cujo grafico é uma reta, a pardabola apresenta um comportamento nao linear, com carac-

teristicas geométricas diretamente influenciadas pelos coeficientes da funcao.
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2.1 A Concavidade da Parabola

O coeficiente a (coeficiente do termo quadratico) determina a orientacdo da abertura da
curva, caracteristica conhecida como concavidade. Como, por defini¢ao, a # 0, existem

apenas duas possibilidades para o sinal deste coeficiente:

e Se a > 0: A parabola possui concavidade voltada para cima.

e Se a < 0: A parabola possui concavidade voltada para baixo.

Abaixo, apresentam-se esbocos graficos que ilustram essas duas situagoes geométricas.

Concavidade para cima (a > 0) Concavidade para baixo (a < 0)

I\ \

NS )

2.2 Intersecgao com o Eixo das Ordenadas

O coeficiente ¢ (termo independente) indica o ponto exato onde a parabola cruza o eixo

vertical (eixo das ordenadas, ou eixo y).
Para determinar analiticamente esse ponto, basta calcular o valor numérico da funcao

para a abscissa r = 0:

f(0) =a(0)> +b(0) +c=0+0+c=c

Logo, conclui-se que o grafico sempre interceptaré o eixo y no ponto de coordenadas (0, ¢).
Esta propriedade permite uma réapida identificacao de um dos pontos notaveis da parabola

apenas pela observagao da lei de formacao.

Exemplo 4. Considere a funcao f(z) = 22? — 5z + 7. Como o termo independente ¢
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c = 7, sabe-se, mesmo sem a construcao completa do grafico, que a parabola intercepta o

eixo y no ponto (0,7).

Exemplo 5. Dada a fungio g(r) = —3x? + 4z, nota-se que se trata de uma fungio

incompleta onde ¢ = 0. Consequentemente, o grafico desta funcao obrigatoriamente

passaré pela origem do plano cartesiano, ou seja, pelo ponto (0,0).

A seguir, apresentam-se representacoes graficas que evidenciam a interseccao da parabola

com o eixo das ordenadas. No primeiro caso, a funcao possui ¢ = 2, interceptando o eixo

vertical em (0,2). No segundo caso, a fungao possui ¢ = —3, cruzando o eixo vertical no
ponto (0, —3).
f(x)y: 2 — 21+ 2 g(x)@z —2? +2x -3
(0,2
2 -3
(07 _3)

3 Zeros ou Raizes da Funcao

Os zeros, ou raizes, de uma fungao quadrética f(z) = az? + bx + ¢ sdo os valores reais de
x que anulam a fungao, isto é, os valores para os quais f(z) = 0. Geometricamente, as
raizes representam as abscissas dos pontos onde a parabola intercepta o eixo horizontal

(eixo ).

Para determinar esses valores, deve-se resolver a equacao do 2° grau associada a funcao,

igualando sua lei de formacgao a zero:

ax’+br+c=0
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3.1 Formula Resolutiva

O método analitico mais amplamente utilizado para encontrar as raizes é a aplicacao da
formula resolutiva, frequentemente denominada na literatura escolar como Formula de

Bhaskara.

Formula Resolutiva

As raizes de uma funcao quadratica sao determinadas pela expressao:

_ —bEVA

T
2a

onde A (letra grega lida como "delta") é denominado discriminante da equagao,

calculado por:

A = b® — dac

3.2 O Papel do Discriminante (A)

O valor numérico do discriminante revela propriedades fundamentais sobre a quantidade
e a natureza das raizes da fungao. Consequentemente, ele determina de que forma o
grafico se comporta em relagao ao eixo horizontal. Existem trés cenarios possiveis a

serem analisados:

a) A > 0 (Discriminante positivo): A fun¢do possui duas raizes reais e distintas
(x1 # x2). Geometricamente, a parabola intercepta o eixo x em dois pontos diferentes.

b) A =0 (Discriminante nulo): A funcdo possui duas raizes reais e iguais (x; = z3),
frequentemente tratadas como uma tunica raiz ou raiz dupla. Geometricamente, a
parabola tangencia (toca em apenas um ponto) o eixo .

¢) A < 0 (Discriminante negativo): A fun¢do nao possui raizes no conjunto dos
nimeros reais, uma vez que nao existe raiz quadrada real de um ntmero negativo.

Geometricamente, a parabola nao intercepta o eixo x.

A seguir, ilustra-se o comportamento grafico para os trés casos descritos acima. Nestes
esbogos, assume-se uma fun¢do com concavidade voltada para cima (a > 0). O raciocinio

é anélogo para fungoes com concavidade voltada para baixo (a < 0).
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Ay> 0 (Duas raizes) Ay: 0 (Uma raiz) A <yO (Nenhuma raiz)

€ X2

1 = T2

4 Vértice da Parabola e Eixo de Simetria

A parabola, representacao grafica da funcao quadratica, possui um ponto extremo deno-
minado vértice. Este ponto marca a transicao geométrica entre as fases de crescimento

e decrescimento da funcgao.

4.1 Demonstragao Analitica (Via Simetria)

Uma propriedade geométrica fundamental da parabola é a sua simetria em relacao a
uma reta vertical que passa exatamente pelo seu vértice. Isso implica que quaisquer dois
pontos do grafico que possuam a mesma ordenada (mesma altura y) estardo a uma mesma

distancia horizontal do eixo de simetria.

Consequentemente, a abscissa do vértice (z,) localiza-se exatamente no ponto médio entre

as abscissas de dois pontos simétricos quaisquer.

Para determinar x,, a estratégia mais simples é utilizar as raizes da funcao, x; e x5, que
sdo pontos simétricos com ordenada y = 0. Sabe-se, pelas relagoes de Girard (ou pela

propria formula resolutiva), que a soma das raizes de uma equagao do 2° grau é dada por:

1+ Xy =——
a

Como z, é o ponto médio entre as raizes, sua coordenada é a média aritmética entre x;

e To:
T+ X2
Ty =
2

Substituindo a soma das raizes na expressao do ponto médio, obtém-se:

_b b
v = a e b = —
T T T,
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Nota: Este raciocinio permanece vdlido mesmo quando a fun¢do nao possui raizes reais,
pois a mesma logica de ponto médio aplica-se as raizes complexas ou a quaisquer outros

dois pontos reais com mesma ordenada, como (0,c) e (—g, c).
Determinagao da Ordenada (y,)

Uma vez conhecida a abscissa do vértice, a ordenada correspondente (y,) é simplesmente

o valor numeérico da fungao quando = = x,. Ou seja, calcula-se f(x,):

by’ +b b +
v =a | —5 - C
Y 2a 2a
Desenvolvendo as poténcias e os produtos:
b? b?
%ZGQ$>—5+C
Simplificando o termo a na primeira fracao:

b? b2
Y= T2 ¢

Para somar as fragoes, reduz-se todos os termos ao mesmo denominador (4a):
b? — 2b% + 4dac
4a
=V +4ac
Yo = " aa

Yy =

Colocando o sinal negativo em evidéncia no numerador e lembrando que o discriminante

& A = b — 4ac, chega-se a formula final:
(b — 4ac) A

— y — ——
4a Y 4a

Coordenadas do Vértice

O vértice V de uma parabola descrita por f(z) = az® + bz + ¢ possui coordenadas

Yp = —

V = (xy,9y), que podem ser determinadas pelas seguintes expressoes:

b A
e

l’v:—% yU:_E

4.2 Ponto de Maximo e Ponto de Minimo

A natureza do vértice — isto é, se ele representa o valor maximo ou o valor minimo
assumido pela funcao — esté diretamente vinculada & concavidade da parabola e, conse-

quentemente, ao sinal do coeficiente a:
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e Minimo Global (a > 0): Quando a concavidade esta voltada para cima, o vértice
¢ o ponto mais baixo do grafico. Nesse caso, a ordenada y, representa o valor

minimo alcancado pela funcao.

e Maximo Global (a < 0): Quando a concavidade esta voltada para baixo, o vértice
é o ponto mais alto do grafico. Assim, a ordenada ¥, representa o valor maximo

atingido pela funcao.

4.3 Eixo de Simetria

Toda parabola é uma figura simétrica. A reta vertical que divide a curva em duas metades
idénticas é chamada de eixo de simetria. Esse eixo passa exatamente pelo vértice da

parabola, o que significa que sua equagao é dada por:
T =1,

Dessa forma, quaisquer dois pontos do grafico que possuam a mesma ordenada (y) estarao

localizados a uma mesma distancia horizontal em relagao ao eixo de simetria.

Abaixo, apresentam-se as ilustracoes geométricas do vértice atuando como ponto de mi-
nimo e de maximo, juntamente com a representagao do eixo de simetria (em linha trace-

jada).

Vértice como Ponto de Minimo (a > 0) Vértice como Ponto de Maximo (a < 0)

yv, ..................

(77 SR :

w

5 Construgao Grafica (Passo a Passo)

A construcao do grafico de uma fungao quadratica a partir de uma tabela aleatoria de

valores para x e y costuma ser ineficiente e, muitas vezes, nao revela as principais ca-
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racteristicas da curva. Para um esboco preciso e rapido, a estratégia mais recomendada

consiste em determinar os chamados pontos notéaveis da parabola.

O roteiro a seguir sistematiza esse processo analitico:

1.

Analise da concavidade: Verificar o sinal do coeficiente a. Se a > 0, a concavidade

é voltada para cima; se a < 0, a concavidade é voltada para baixo.

. Intercepto no eixo y: Marcar no plano cartesiano o ponto (0,c), onde a curva

intercepta o eixo vertical.

Interceptos no eixo x (Raizes): Calcular o discriminante (A) e, caso A > 0, aplicar
a formula resolutiva para encontrar as raizes. Marcar os pontos (z1,0) e (z2,0) no eixo
horizontal.

Vértice e Eixo de Simetria: Calcular as coordenadas (z,,¥,) utilizando as for-
mulas z, = —% e Y, = —ﬁ. Marcar este ponto, que serd o extremo da parabola.

Opcionalmente, tragar a reta tracejada x = z, (eixo de simetria) para auxiliar no

tracado.

. Tragado da curva: Unir os pontos marcados com uma curva continua e suave (sem

formar bicos no vértice), respeitando a simetria em relagdo ao eixo central.

Exemplo de Aplicacao

Exemplo 6. Construir o grafico da fungio f(x) = 2* — 4z + 3.

Resolucao passo a passo:

1.

Concavidade: Como a = 1 (sendo 1 > 0), a pardbola possui concavidade voltada

para cima.

2.

Intercepto no eixo y: Como ¢ = 3, o grafico intercepta o eixo das ordenadas no

ponto (0, 3).

3.

Raizes (Interceptos no eixo x): Calcula-se inicialmente o discriminante:

A=(—4)?-41)3)=16—-12=4

Sendo A > 0, h& duas raizes reais e distintas:

(-4 V4 _ 42

21 T
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Dessa forma, obtém-se as raizes z; = 3 e x9 = 1. Os pontos no eixo horizontal sao (1,0)

e (3,0).

4. Veértice: As coordenadas do vértice sao dadas por:

— — 1
yv _m J—

O vértice localiza-se no ponto V' = (2, —1), que representa o valor minimo da fungao.

5. Esbogo do Grafico: Reunindo os pontos (0,3), (1,0), (3,0) e (2,—1), traga-se a

parabola:

o
=

6 Estudo do Sinal da Funcao Quadratica

Estudar o sinal de uma fungao quadrética f(x) = ax?+bx+c consiste em determinar para
quais valores do dominio (eixo x) a fungao assume valores positivos (f(z) > 0), valores

negativos (f(x) < 0) ou se anula (f(z) =0).

Geometricamente, isso equivale a identificar quais partes da parabola estao acima do eixo
das abscissas, quais estao abaixo e onde ocorrem as interseccoes com este eixo. Esse

estudo depende exclusivamente de dois fatores:

a) A quantidade de raizes reais, determinada pelo discriminante (A).

b) A concavidade da parabola, determinada pelo sinal do coeficiente a.

Apresentam-se a seguir os trés cenarios possiveis em relacao ao A, subdivididos pela

concavidade.
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Caso 1: A > 0 (Duas raizes reais e distintas)

Neste caso, a funcao possui duas raizes, 1 e 5. Supondo z; < xo, a pardabola cruza o

eixo horizontal em dois pontos, dividindo-o em trés intervalos.

Paraa <0
Paraa >0

T + )
/\ I
T
aa—r // \\

e Mesmo sinal de a: Para valores exteriores as raizes (r < x; ou x > 7).

e Sinal contrario a a: Para valores entre as raizes (x; < x < xa).

Caso 2: A =0 (Uma raiz real dupla)

A fungado possui uma tnica raiz x;, que coincide com a abscissa do vértice. A parabola
apenas tangencia o eixo horizontal, sem atravessa-lo. Portanto, a funcao nunca assume

sinal contrario ao de a.

Paraa >0 Paraa <0
X
N T
+ +
° T
x

e f(z) =0 para x = .

e A funcao acompanha o mesmo sinal de a para qualquer = # x;.

Caso 3: A <0 (Nenhuma raiz real)

Neste cenario, a pardbola nao intercepta o eixo das abscissas. O grafico encontra-se

inteiramente acima do eixo z (se a > 0) ou inteiramente abaixo dele (se a < 0).
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Paraa >0 Paraa <0

- +

e A funcao nunca se anula.

e A funcao possui o mesmo sinal de a para todo = € R.

7 Aplicacoes e Otimizagao

A fun¢do quadratica é uma ferramenta matematica poderosa para a modelagem de di-
versas situagoes praticas. Em muitas areas do conhecimento, como na Fisica, na Econo-
mia e na Engenharia, as relagoes entre grandezas comportam-se de maneira nao linear,

ajustando-se perfeitamente ao modelo parabélico.

Entre as aplicagdes mais recorrentes destacam-se:

e Fisica e Balistica: A trajetéria de projéteis e o movimento de corpos em queda

livre sob a agao da gravidade descrevem arcos de parabola.

e Otimizagao: Problemas que exigem a determina¢ao do maior ou menor valor pos-
sivel para uma grandeza, como a maximizac¢ao de lucros, a minimizacao de custos

ou o céalculo da maior area possivel de um terreno sob certas restrigoes.

7.1 Problemas de Maximos e Minimos

Na resolugao de problemas de otimizagao utilizando a fun¢ao quadratica, o objetivo central
é sempre a analise do vértice da pardbola. No entanto, a correta interpretacao do problema
¢ fundamental para decidir qual das coordenadas do vértice (x, ou y,) responde & pergunta

formulada.

De modo geral, em uma funcao f(z) que modela uma situagao pratica:
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e A abscissa x,: Representa quando ou onde ocorre o valor extremo. E a quantidade,
o tempo, o pre¢o ou a dimensao necessaria para que a situagao atinja seu limite

maximo ou minimo.

e A ordenada y,: Representa o valor extremo em si. E o lucro méximo obtido, a

altura maxima atingida, o custo minimo gasto ou a area maxima calculada.

7.2 Exemplo de Aplicagao

O exemplo a seguir ilustra a construcao do modelo quadratico e a utilizacao do vértice

para resolver um problema geométrico de otimizagao.

Exemplo 7. Deseja-se cercar um terreno retangular utilizando exatamente 40 metros

de tela de arame. Determine as dimensoes desse terreno para que a sua area seja a maior

possivel e calcule essa area méaxima.

Resolugao passo a passo:

1. Modelagem Matematica: Sejam x e y as dimensoes (largura e comprimento) do
terreno retangular. Sabe-se que o perimetro (soma de todos os lados) é delimitado pela
quantidade de tela disponivel:

2z + 2y =40

Dividindo toda a equacgao por 2, obtém-se o semiperimetro:

r+y=20 = y=20—x

A area A do retangulo é dada pelo produto de suas dimensoes:
A=x-y

Substituindo y pela expressao encontrada, constréi-se a fungao area dependendo apenas
da variavel x:

Alr) =2(20 —2) = A(x) = —2* + 202

2. Analise da Fungao: A fungao A(z) = —? + 20x ¢ uma funcio quadratica com
a=—1,b=20ec=0. Como o coeficiente a é negativo (a < 0), a pardbola possui

concavidade voltada para baixo, confirmando a existéncia de um ponto de area méxima.
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3. Calculo das Dimensoes (O valor de z,): A dimensao = que proporciona a maior

area corresponde a abscissa do vértice:

b 20 20

Ty = = 10 metros

22 2(-1) -2
Como y = 20 — z, tem-se que y = 20 — 10 = 10 metros. Portanto, para que a area

seja méaxima, o terreno deve ter dimensoes de 10 m por 10 m (configurando-se como um

quadrado).

4. Calculo da Area Maxima (O valor de y,): A drea maxima pode ser encontrada de
duas maneiras. A primeira é calculando a area diretamente com as dimensoes encontradas:

10 x 10 = 100 m?. A segunda, puramente algébrica, é calculando a ordenada do vértice:

A = (20)? — 4(—1)(0) = 400

A 4 -
A 400 400 oo
40— 4(-1) -4

Yy =

Conclui-se que as dimensoes devem ser 10 m e 10 m, garantindo uma area maxima de 100

m2.

Danilo Kanno — Escola Estadual Joaquim Vilela de Oliveira Marcondes



Fungao Quadratica

8 Exercicios

Exercicio 1. Dada a funcao quadratica f(z) = —222 + 8z — 6, determine:
a) Os coeficientes a, b e c.
b) A diregao da concavidade da respectiva parabola.

¢) As coordenadas do ponto exato de intersecgao do grafico com o eixo das

ordenadas.

Exercicio 2. Determine, caso existam, os zeros (raizes reais) das seguintes fungdes qua-
dréticas:
a) f(r)=2*— T+ 10
b) g(z) = —2®> + 4z — 4
c) h(z) =32*+2x+5

Exercicio 3. Determine as coordenadas do vértice da parabola descrita pela funcao

f(x) = 2% — 62+ 5 e classifique este ponto como ponto de méximo ou ponto de

minimo da funcao.

Exercicio 4. Um projétil é langado do solo para cima, e sua altura h, em metros, em
fungdo do tempo ¢, em segundos, ¢ descrita pela fungao h(t) = —5t%+20t. Com
base nesse modelo matematico, determine:

a) O tempo necessario para que o projétil atinja a sua altura méaxima.

b) A altura maxima atingida pelo projétil.

Exercicio 5. Quais os pontos de encontro do grafico da funcao f(z) = z? + 6z + 8,

definida nos nimeros reais, com o eixo x do plano cartesiano?

Exercicio 6. A fung¢ao quadratica definida por f(x) = 2% — Tz + 10 tem raizes reais. A

soma dessas raizes ¢ igual a
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Exercicio 7. Qual ¢ a lei de formagao da fungao a seguir:

Yy

S N e

\

: : : : : : X
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6
14

Exercicio 8. Qual é a lei de formacao da fungao a seguir e quais sao suas raizes:

y
Vv
1
: : : X
-3 -2 -1 2
1|
—92 |
—31
—4

Exercicio 9.
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Exercicio 10. (UNESP - 2017) Uma fungao quadratica f é dada por f(z) = 2%+ bx +c,
com b e creais. Se f(1) =—1e f(2) — f(3) = 1, o menor valor que f(x) pode

assumir, quando z varia no conjunto dos niimeros reais, ¢ igual a

Exercicio 11. O lucro mensal L(x), em milhares de reais, de uma empresa depende
do preco z, em reais, do produto que pode ser descrito pela funcao L(x) =
—222 + 162 — 20. Qual deve ser o preco do produto para se obter o maior lucro

possivel e qual é esse lucro?

Exercicio 12. O langamento de um foguete pode ter sua altura descrita pela fungao
h(z), em metros, em que = é o tempo em segundos. A funcao que descreve a
trajetoria desse lancamento é: h(z) = —5z*430x+10. Qual ¢ a altura maxima

atingida pelo foguete?

Exercicio 13. Um drone faz uma trajetoria que pode ser descrita pela funcdo f(x) =
—22% 4+ 8z, em que x é o tempo dado em segundos e f(x) é a altura do drone
dada em metros. Sabendo que ele toca novamente o solo ao final do trajeto,

em qual instante isso ocorre?

Exercicio 14. A fun¢io quadratica f(x) = 32 — 62 + k nao tem raizes reais. Qual o

menor valor inteiro para k?

Exercicio 15. Para evitar uma epidemia, a Secretaria de Satude de uma cidade dedetizou
todos os bairros, de modo a evitar a proliferacao do mosquito da dengue. Sabe-
se que o nimero f de infectados é dado pela funcao f(t) = —2t* + 120t (em
que t é expresso em dia e t = 0 é o dia anterior & primeira infec¢ao) e que tal
expressao é valida para os 60 primeiros dias da epidemia. A Secretaria de Satde
decidiu que uma segunda dedetizagao deveria ser feita no dia em que o niimero
de infectados chegasse a marca de 1600 pessoas, e uma segunda dedetizagao

precisou acontecer. A segunda dedetizacao comegou em qual dia?

Exercicio 16. (FGV 2017) Um fazendeiro dispde de material para construir 60 metros
de cerca em uma regiao retangular, com um lado adjacente a um rio. Sabendo
que ele nao pretende colocar cerca no lado do retangulo adjacente ao rio, a area

méaxima da superficie que conseguira cercar é
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