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Teorema de Pitagoras

1 Revisao de Conceitos Fundamentais

Antes da introducao formal do Teorema de Pitadgoras, faz-se necessaria uma revisao sobre

o triangulo retangulo e a nomenclatura de seus elementos.

Um triangulo é classificado como retangulo quando possui um angulo interno reto, ou
seja, um angulo cuja medida é exatamente 90°. Em consequéncia disso, os outros dois
angulos internos sao agudos e complementares, isto é, a soma de suas medidas é igual a
90°.

Os lados de um triangulo retangulo recebem nomes especificos de acordo com a posicao

que ocupam em relagao ao angulo reto:

e Hipotenusa: E o lado de maior comprimento do triangulo. Encontra-se sempre na

posi¢ao oposta ao angulo de 90°.

e Catetos: Sao os dois lados de menor comprimento, responsaveis por formar o

angulo reto.

A figura a seguir ilustra um triangulo retangulo e a disposicao geométrica de seus lados:

C
Hipotenusa
Cateto
<
A Cateto B
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Curiosidade: A Origem dos Termos

Muitos termos matematicos possuem raizes na lingua grega antiga, refletindo o

periodo em que a geometria cléssica foi estruturada e formalizada.

A palavra hipotenusa deriva do grego vmoreivovoa (hypoteinousa), que pode
ser traduzida como “aquela que se estende por baixo” (formada por hypo, “sob”,
e teinein, “estender”). Geometricamente, se o triangulo retangulo for posicionado
com o angulo reto voltado para cima, a hipotenusa sera a linha base que se estende
sob ele.

Por outro lado, o termo cateto origina-se do grego kéfetos (kathetos), que significa
“linha perpendicular” ou “aquilo que cai verticalmente”. Na construgao geométrica
tradicional, um cateto frequentemente representa o segmento de reta que desce
perpendicularmente sobre uma linha horizontal (o outro cateto), formando assim o

angulo de 90°.

2 Interpretacao Geométrica do Teorema

O Teorema de Pitagoras estabelece uma relagao nao apenas entre as medidas dos lados
de um triangulo retangulo, mas também entre as areas das figuras geométricas regulares

construidas sobre esses lados.

Ao desenhar um quadrado sobre cada um dos lados do tridngulo, verifica-se que a area
do quadrado construido sobre a hipotenusa é exatamente igual & soma das areas dos

quadrados construidos sobre os catetos.

Seja um triangulo retangulo com hipotenusa de medida a e catetos de medidas b e ¢. A
area do quadrado formado sobre a hipotenusa ¢ a?, e as areas dos quadrados formados
sobre os catetos sao b? e 2. Geometricamente, o teorema pode ser visualizado da seguinte

forma:
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Area = ¢

Area = b2

Essa representacao visual é de grande importancia didatica, pois evidencia que a relagao
pitagorica trata-se de uma equivaléncia de areas. O entendimento desse conceito facilita

a transicao para a manipulacao puramente algébrica.

Dessa forma, a formulagao matematica que rege o Teorema de Pitdgoras é definida pela

seguinte equacao:

a’ = V" + ¢

3 Demonstracao Algébrica por Areas

Existem diversas demonstracoes matemaéticas para o Teorema de Pitagoras ao longo da
historia. Uma das mais conhecidas e visuais utiliza o conceito de equivaléncia de areas,

conectando a geometria plana elementar com o calculo algébrico.

Considere um quadrado maior cujo lado possui medida igual a b + ¢. No interior desse
quadrado, dispoem-se quatro triangulos retangulos congruentes, em que os catetos medem
b e c, e a hipotenusa mede a. A disposicao geométrica desses tridngulos nos cantos forma,

no centro da figura, um quadrado menor cujo lado é exatamente a hipotenusa a.
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A &rea total deste quadrado maior pode ser calculada por dois caminhos distintos, que

devem resultar no mesmo valor:

1. Pela formula da area do quadrado:
Sendo o lado do quadrado maior igual a b + ¢, a sua éarea é determinada elevando-se o

lado ao quadrado. Desenvolvendo o produto notavel, obtém-se:

A= (b+c)?® =b*+2bc +

2. Pela soma das areas das figuras internas:
A figura total é composta pelo quadrado menor central e pelos quatro tridngulos retan-

gulos.

e A area do quadrado menor é a?.

e A area de um triangulo retangulo é % Como ha quatro tridngulos idénticos, a area

total ocupada por eles é 4 - % = 2bc.
Logo, a area total do quadrado maior também pode ser expressa pela soma algébrica:

A= a® + 2bc

Igualando as duas equagoes estabelecidas para a mesma &rea, tem-se a seguinte relagao:

b2 + 2bc + 2 = a® + 2be
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Subtraindo o termo 2bc de ambos os membros da igualdade, chega-se a formulacao final
do teorema:

b2+ 2 = a?

4 Calculo de Lados Desconhecidos e Aplicagoes Diretas

A principal aplicacao algébrica do Teorema de Pitagoras consiste em determinar a medida
de um dos lados de um triangulo retangulo quando as grandezas dos outros dois lados
sao previamente conhecidas. Para isso, substituem-se os valores na relacao fundamental

a? = b? + 2 e resolve-se a equacao matematica resultante.

Apresentam-se a seguir os dois casos classicos de aplicacao direta: a determinacao da

hipotenusa e a determinagao de um dos catetos.

4.1 Calculo da Hipotenusa

Quando as medidas dos dois catetos sao conhecidas, a hipotenusa é determinada extraindo-
se a raiz quadrada da soma dos quadrados desses catetos.
Exemplo 1. Determinando a hipotenusa Em um triangulo retangulo, os catetos medem

3 cm e 4 cm. Determine a medida da hipotenusa.

Resolucgao:
Sejam os catetos b = 3 e ¢ = 4, e a hipotenusa

representada por z. Aplicando o teorema:

2% = b+ ¢

2% =32 4 42 T
3 cm

22 =9+16

2 =25 4 cm

T =25

r=>5

A medida da hipotenusa é 5 cm.
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4.2 Calculo de um Cateto

Quando a medida da hipotenusa e de apenas um dos catetos sao conhecidas, o cateto

desconhecido ¢ calculado isolando-se a respectiva varidvel na equagao geométrica.

Exemplo 2. Determinando um cateto A hipotenusa de um tridngulo retangulo mede

13 ¢cm e um de seus catetos mede 5 cm. Determine a medida do outro cateto.
Resolugao:

Seja a hipotenusa a = 13, um cateto b =5 e

o outro cateto representado por z. Aplicando

0 teorema:

a® = b + 2?

132 =52 4+ 22 13 cm
5 cm
169 = 25 + 22
X
2 =169 — 25
2?2 =144
T =+144
xr =12

A medida do outro cateto é 12 cm.

5 Ternas Pitagoéricas

Uma terna pitagorica é constituida por um conjunto de trés nimeros inteiros positivos que
satisfazem plenamente a equagao do Teorema de Pitagoras. Quando as medidas dos lados
de um triangulo retangulo correspondem a uma terna pitagoérica, a resolucao algébrica

pode ser substancialmente simplificada ou até mesmo realizada mentalmente.

A terna pitagoérica mais elementar e recorrente na geometria é formada pelos nimeros
3, 4 e 5. Qualquer tridngulo cujos lados possuam medidas proporcionais a esses valores
seré, obrigatoriamente, um triangulo retangulo. O reconhecimento 4gil dessas proporgoes

é uma ferramenta valiosa para a otimizacao de tempo na resolucao de problemas e em
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competicoes académicas, como uma Maratona Matematica.

Ao multiplicar os trés valores da terna bésica (3,4,5) por um mesmo nimero inteiro
positivo k (k > 1), obtém-se novas ternas pitagoricas, denominadas derivadas. A tabela

a seguir apresenta alguns dos multiplos mais comuns dessa relagao:

Fator multiplicador (k) | Cateto 1 (3k) | Cateto 2 (4k) | Hipotenusa (5k)
k =1 (Terna Bésica) 3 4 5
k=2 6 8 10
k=3 9 12 15
k=4 12 16 20
k=10 30 40 50

Além da familia atrelada ao triangulo de lados 3, 4 e 5, existem outras ternas pitagoricas
primitivas (aquelas em que o méximo divisor comum entre os trés ntmeros é 1) que

aparecem com elevada frequéncia em problemas matematicos. Destacam-se as seguintes:

e 5,12 e 13 (pois 52 + 122 = 25 + 144 = 169 = 13?)
e 8 15 e 17 (pois 82 + 15% = 64 + 225 = 289 = 17?)
o 7,24 e 25 (pois 72 + 24% = 49 + 576 = 625 = 25?)

Exemplo 3. Aplicacao de ternas pitagoricas Determine a medida da hipotenusa de um

triangulo retangulo cujos catetos medem 15 cm e 20 cm.

Resolugao:
Em vez de aplicar a férmula de forma extensa (z? = 152 4 20?), verifica-se a possivel

proporcionalidade com a terna pitagorica basica (3,4,5):

e O cateto de medida 15 equivale a 3 x 5.

e O cateto de medida 20 equivale a 4 x 5.
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Constata-se que ambos os catetos sao multiplos de 3 e 4 pelo mesmo fator multiplicador
(k =5). Por consequéncia logica, a hipotenusa seré o produto de 5 por esse mesmo fator.

Logo, a medida da hipotenusa ¢ 5 X 5 = 25 cm.

Curiosidade: Ternos Pitagéricos na Antiguidade

Embora a terna (3,4,5) seja a mais célebre, civilizagoes antigas ja manipulavam
proporgoes pitagoricas com valores surpreendentemente altos muito antes do nas-
cimento de Pitagoras. Um dos registros matematicos mais importantes da historia
¢ uma tabua de argila babilonica conhecida como Plimpton 322, datada de aproxi-
madamente 1800 a.C.

Neste artefato, encontram-se listadas ternas pitagoricas complexas e pouco usuais,
que exigiam métodos de calculo sofisticados para a época. Além de valores como
(119,120, 169), a tdbua documenta ternas da ordem de dezenas de milhares, a exem-
plo de (12709, 13500, 18541). A existéncia desse documento evidencia um dominio
algébrico e geométrico profundo, demonstrando que as relagoes entre os lados dos
triangulos retangulos ja eram investigadas milénios antes de sua formalizacao na

Grécia Antiga.

6 Relagoes Métricas no Triangulo Retangulo

O Teorema de Pitagoras é a mais famosa das relagdes envolvendo o triangulo retangulo,
mas nao é a unica. Ao tracar a altura relativa a hipotenusa, a figura original é dividida
em dois triangulos menores. Esses novos triangulos sao semelhantes entre si e também
semelhantes ao tridngulo original. Essa tripla semelhanca origina um conjunto de equacoes

conhecidas como relagoes métricas.

Para o estabelecimento dessas relacoes, consideram-se os seguintes elementos em um tri-

angulo retangulo posicionado com a hipotenusa na base:

e a: medida da hipotenusa.

e b e ¢: medidas dos catetos.
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e h: medida da altura relativa a hipotenusa.
e m: medida da projecao ortogonal do cateto b sobre a hipotenusa.

e n: medida da projecao ortogonal do cateto ¢ sobre a hipotenusa.

A partir da semelhanga entre os tridngulos ABC, HBA e HAC, derivam-se as seguintes

relagoes fundamentais:

a) O quadrado da medida de um cateto é igual ao produto da medida da hipotenusa

pela medida da projecao desse cateto:
V=a-m e *=a-n

b) O quadrado da medida da altura é igual ao produto das medidas das projec¢oes dos
catetos:

h2=m-n

¢) O produto da medida da hipotenusa pela medida da altura é igual ao produto das

medidas dos catetos:

a-h=b-c

Nota-se, por observagao direta da figura, que a soma das proje¢oes compoe a hipotenusa
(a =m 4+ n). Ademais, ao somar as duas equagdes da primeira rela¢do métrica, chega-se
a demonstragao algébrica do proprio Teorema de Pitagoras (B> + ¢ = a-m +a-n =

a(m+mn)=a-a=a?.
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Exemplo 4. Aplicacao das relagbes métricas: Em um tridngulo retangulo, as projecoes

dos catetos sobre a hipotenusa medem 4 cm e 9 cm. Determine a medida da altura relativa

a hipotenusa e as medidas dos catetos.

Resolucgao:

Sendo m =9 e n = 4, a hipotenusa total mede a =9 +4 = 13 cm.

Para determinar a altura h, utiliza-se a relagao que envolve as projecoes:

WR=m-n=h’=9-4=36=h=1+36=6cm

Para determinar as medidas dos catetos, utiliza-se a relagao com a hipotenusa:
V=a-m=0V=13-9=117= b= V117 =3V13 cm

C=a-n=c=13-4=52=c= V52 =2V13 cm

7 Aplicacoes na Geometria Plana

O Teorema de Pitagoras é uma ferramenta essencial para a determinacao de segmentos
de reta desconhecidos em diversas figuras planas. A estratégia fundamental consiste em
tracar linhas auxiliares, como diagonais e alturas, de modo a revelar triangulos retangulos

no interior dessas figuras.

7.1 Diagonal do Quadrado

Ao tracar a diagonal de um quadrado de lado [, a figura original é particionada em dois
triangulos retangulos isosceles congruentes. A diagonal, denotada por d, atua como a
hipotenusa de ambos os triangulos, enquanto os lados do quadrado assumem a funcao de

catetos.

Aplicando o Teorema de Pitagoras, estabelece-se a seguinte relacao:

& =07+
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d?> = 27?

Extraindo a raiz quadrada de ambos os membros, obtém-se o comprimento da diagonal

em funcao do lado:

d= V202 =12

7.2 Diagonal do Retangulo

De modo anélogo, a diagonal d de um retangulo de base b e altura h o divide em dois
triangulos retangulos. Neste caso, os catetos possuem medidas distintas correspondentes

as dimensoes do retangulo.
A relagao pitagorica para a diagonal do retangulo é dada por:
d* = b* +h’

d= 2+ h?

7.3 Altura do Triangulo Is6sceles

Em um tridngulo isésceles (que possui pelo menos dois lados congruentes), a altura tragada

a partir do vértice principal em diregao a base atua nao apenas como altura (h), mas
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também como mediana. Isso significa que ela intercepta o ponto médio da base, dividindo-

a em dois segmentos de mesma medida.

Dessa forma, formam-se dois triangulos retangulos no interior da figura. Para cada um

deles, a hipotenusa é o lado congruente do triangulo original (/), um cateto é a propria

b

altura (h) e o outro cateto corresponde a metade da base (5)

Aplicando a relagao pitagorica, tem-se:

7.4 Altura do Triangulo Equilatero

O tridngulo equilatero, caracterizado por possuir todos os lados congruentes de medida
[, é um caso particular do triangulo isosceles. Consequentemente, a altura h tracada em
relacao a qualquer uma de suas bases também divide o lado oposto ao meio, formando

dois triangulos retangulos congruentes.

Nesse contexto geométrico, a hipotenusa corresponde ao lado do triangulo (1), um dos

catetos é a propria altura (h) e o outro cateto é a metade do lado (%)

A aplicagao do Teorema de Pitagoras fornece a seguinte relagao:

P=ny (L 2
B 2
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o

hQ
4

Ao extrair a raiz quadrada de ambos os membros, determina-se a féormula direta para o

calculo da altura do triangulo equildtero em funcao da medida de seu lado:

V3
2

h

8 Resolucao de Problemas Contextualizados

A aplicacao do Teorema de Pitédgoras estende-se muito além das figuras geométricas abs-
tratas, sendo uma ferramenta indispensavel para a resolucao de problemas praticos do

cotidiano, da fisica e da engenharia.

Para solucionar questoes contextualizadas, o procedimento padrao consiste em traduzir
o texto do problema para um modelo geométrico. Deve-se identificar os elementos que
formam o angulo reto e o segmento que representa a hipotenusa, construindo, assim, o

triangulo retangulo que servira de base para o célculo.

Exemplo 5. Escada apoiada em um muro: Uma escada de 5 m de comprimento estéa

apoiada em um muro vertical. Sabendo que a base da escada encontra-se a 3 m de

distancia do muro, determine a altura que a escada alcanc¢a no muro.
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Resolugao:

Neste modelo, o muro e o solo formam o an-
gulo reto (90°). A escada atua como a hi-
potenusa (a = 5), a distancia no solo ¢ um
cateto (¢ = 3) e a altura no muro é o cateto

desconhecido (h).

Aplicando a relagao pitagorica: ]
5% = h* +3?
b 5 m
25 =h*+9
h*=25-9
-

h* =16 3 m

h =16

h=4

A escada alcanca uma altura de 4 m no muro.
Nota-se a presenca da terna pitagorica basica

(3,4,5).
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Exemplo 6. Deslocamento em direcoes ortogonais: Um veiculo parte de uma cidade A

e desloca-se 8 km para o norte. Em seguida, muda sua trajetoria e desloca-se 15 km para

o leste, chegando a cidade B. Qual é a distancia em linha reta entre a cidade A e a cidade

B?

Resolucgao:

As diregbes norte e leste sao ortogonais, for-
mando um angulo de 90°. Os deslocamentos
representam os catetos (8 e 15), e a distancia
em linha reta procurada é a hipotenusa (d).

Aplicando o teorema:

15 km

]
d* = 8% +15°

& = 64 + 225 8 km
d* = 289 P
d = /289 A
d=17

A distancia em linha reta entre as cidades é
de 17 km. Este caso ilustra a aplicagao da

terna pitagorica primitiva (8,15,17).
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9 Exercicios

Exercicio 1. Determine o valor da medida x no triangulo retangulo ilustrado a seguir.

12

Exercicio 2. Calcule a medida do cateto y no tridngulo retangulo apresentado abaixo.

15 17

Exercicio 3. Determine a medida da diagonal d do retangulo cujas dimensoes estao

indicadas na figura.

k——- 15 cm ——

Exercicio 4. No triangulo isésceles abaixo, os lados congruentes medem 10 cm e a base

total mede 12 cm. Calcule a medida da altura h relativa a base.
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12 cm ——

Exercicio 5. Determine o valor da medida desconhecida x nos casos abaixo, sabendo
que tratam de triangulos retangulos:
a) Um tridngulo com catetos medindo 6 cm e 8 cm, sendo x a hipotenusa.
b) Um triangulo com hipotenusa medindo 26 cm e um dos catetos medindo

10 c¢m, sendo x o outro cateto.

Exercicio 6. Uma torre vertical de 24 m de altura ¢ fixada ao chao por um cabo de aco
esticado, que liga o topo da torre a um ponto no solo situado a 7 m da base da

torre. Calcule o comprimento exato desse cabo de ago.

Exercicio 7. A diagonal de um terreno retangular mede 50 m e um de seus lados mede
40 m. Calcule a medida do outro lado desse terreno e, em seguida, determine

o seu perimetro (a soma de todos os lados).

Exercicio 8. Determine a medida da altura de um triangulo equilatero cujo lado mede

10 cm. (Deixe a resposta indicada com raiz quadrada, se necessario).

Exercicio 9. Um ciclista parte de um ponto inicial e pedala 12 km para o norte. Em
seguida, muda sua direcao e pedala 9 km para o leste, parando para descansar.
Qual ¢é a distancia em linha reta do ponto onde o ciclista parou até o ponto de

partida original?

Exercicio 10. Para a prova final de geometria da Maratona Matematica, propos-se o
seguinte desafio aos competidores: um quadrado esta inscrito em um circulo de
raio r = 5v/2 em. Sabendo que a diagonal deste quadrado coincide com o dia-
metro do circulo, determine a medida do lado do quadrado e, por conseguinte,

a sua area.
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Exercicio 11. Para ir do portao de entrada até a lanchonete de um parque, um visitante

pode contornar um gramado retangular caminhando pelas calcadas laterais,

que medem 80 m e 60 m, ou pode atravessar o gramado caminhando em linha

reta pela diagonal. Quantos metros esse visitante economizara ao optar pelo

trajeto retilineo?

Entrada

60 m

80 m

I

=% [anchonete

Exercicio 12. No sistema de monitoramento de um centro de distribuicao, a localizacao

de drones é dada por coordenadas cartesianas medidas em quilometros. Um

drone de entrega parte da base, localizada na origem (0,0), e voa em linha

reta até o destino, localizado no ponto (12,5). Qual é a distancia linear total

percorrida pelo drone?

y (km)
Destino (12, 5)
B fommmmm e ‘
d 3
C z (km)
Base (0,0) 12

Exercicio 13. Em um galpao retangular com dimensoes de 12 m de comprimento, 9 m de

largura e 8 m de altura, um cabo de fibra 6ptica precisa ser esticado em linha

reta do canto inferior de uma parede até o canto superior oposto do galpao

(diagonal espacial). Qual deve ser o comprimento minimo desse cabo?
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Exercicio 14. Na figura a seguir, ABCD é um retangulo e os pontos P e () pertencem

a diagonal AC' de modo que AQ = PQ = PC' =1e AQD = BPC = 90°.

Determine a area do retangulo ABC'D.

Exercicio 15. Os pontos E e F' estao nos lados AD e BC, respectivamente, do quadrado

ABCD. Sabendo que BE = FF = F'D = 30, determine a area do quadrado.

A

E

D
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Resolucoes
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